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Résumé.  Nous considérons les équations régissant les mélanges gazeux réactifs dont la cinétique
chimique est complexe. Ces équations sont issues de la théorie cinétique des mélanges
gazeux dilués polyatomiques réactifs. A I’aide d’une entropie, nous obtenons une forme
symétrique conservative du systeme. Dans le cadre de la théorie de Kawashima et
Shizuta, le systéme obtenu est alors mis sous une forme normale, i.e., sous la forme d’un
systéme symétrique hyperbolique-parabolique. Nous caractérisons également toutes les
formes normales pour ce systéme de lois de conservation. En utilisant un résultat
de Vol'pert et Hudjaev, nous démontrons ensuite I’existence locale et 1'unicité d’une
solution réguliere bornée pour le probleme de Cauchy.

Multicomponent reactive flows.
(I) Symmetrization and local existence

Abstract. Ve consider the equations governing multicomponent reactive flows derived from the
kinetic theory of dilute polyatomic reactive gas mixtures. Using an entropy function, we
derive a symmetric conservative form of the system. In the framework of Kawashima
and Shizuta’s theory, we recast the rvesulting system into a normal form, that is, in
the form of a symmetric hyperbolic-parabolic composite system. We also characterize
all normal forms for this system of conservation laws. Using a result of Vol'pert and
Hudjaev, we then prove the local existence of a bounded smooth solution 1o the Cauchy
problem.

Abridged English Version

We consider the equations governing multicomponent reactive flows. These equations are rigorously
derived from the kinetic theory of dilute polyatomic reactive gas mixtures [2]. This derivation yields
the conservation equations, the thermo-chemistry properties and the transport fluxes ([2], [4]).

The conservation equations are given by (1), where 0; is the time derivative operator, U the
conservative variable (2), 9; the space derivative operator in the sth direction, C = {1,...,d} the

indexing set of spatial coordinates, d € {1,2,3} the space dimension, F; the convective flux in the
Note présentée par Pierre-Arnaud Raviary.
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ith direction (3), F; the diffusive flux in the 7th direction (4) and €2 the source term [4]. The diffusive
fluxes (4) are expressed in terms of the diffusion velocities (5). the pressure tensor (6) and the heat
flux (7). The kinetic theory provides, in particular, naturally symmetric transport coefficients by using
the formalism introduced by Waldmann and Triibenbacher [11] which differs from the one considered
by Monchick, Yun and Mason [9] where symmetry has been artificially destroyed ([2], [3]).

Relying on the work of Kawashima and Shizuta [7] on symmetrizability of dissipative systems of
conservation laws, which generalizes previous works on symmetric hyperbolic systems, the resulting
quasilinear system (8) is symmetrized (10), (11) by using the entropic variables (9) [4]. A fundamental
property is then that the nullspace N (B ) naturally associated with the symmetrized dissipation matrices
is invariant. Note that using the transport fluxes from [9] prevents complete symmetrization and leads
to compatibility problems with Onsager reciprocal relations ([1], [3]).

We then investigate normal forms of the system, that is, symmetric hyperbolic—parabolic composite
forms (13), (14). Thanks to the invariance property of N(]§), it is possible to characterize all normal
variables (12) associated with normal forms (13), (14), (15) of the system ([4.] [7]). In particular,
the system of multicomponent reacting flows can be recast into a normal form by using the natural
normal variable (16). A simpler normal form, however, is obtained by using the normal variable (17),
and generalizes the normal form of the Navier-Stokes equations obtained by Kawashima ans Shizuta
([4], [7]). Complete expressions for the symmetric and normal forms of the system of multicomponent
reactive flows are to be found in [4], [8].

We then investigate the well posedness of the Cauchy problem by using a simplified quasilinear
version of an existence theorem proved by Vol’pert and Hudjaev concerning symmetric hyperbolic-
parabolic systems ([8], [10]). The solutions are investigated in the space V; defined by the norm (18),
where [ is an integer such that / > d/2 + 3. Using the simplified normal form obtained previously, we
prove local existence and uniqueness, in the space 1, for the Cauchy problem (19), (20) associated
with multicomponent reactive flows governing equations. The solution satisfies the estimates (21)-(23)
and can also be continued unless the quantity (24) explodes or the solution reaches the boundary
of the admissible domain.

In a subsequent paper, we investigate global existence and asymptotic stability of constant
equilibrium states (|51, [6]).

On s’intéresse aux équations régissant les mélanges gazeux réactifs dont la cinétique chimique est
complexe. Ces équations sont issues de la théorie cinétique des mélanges gazeux dilués polyatomiques
réactifs [2]. Elles se présentent sous la forme d’équations de conservation, de relations thermo-
chimiques et de relations de transport. Les équations de conservation de la masse, de la quantité de
mouvement et de 1'énergie s’écrivent sous la forme

(1) QU+ 8F+) 0F =9,

i€C i€C
ol 9, est I'opérateur de dérivation temporelle, U la variable conservative, d; 1’opérateur de dérivation
spatiale dans la 4-iéme direction, C = {1,...,d} I"ensemble des indices des coordonnées spatiales,

d € {1, 2.3} la dimension d’espace. F; le flux convectif dans la i-iéme direction, 7; le flux dissipatif
dans la i-ieme direction et € le terme source [4]. La variable U s écrit sous la forme

(2) U= (01: cees Pngy PUI: -5 PUG, petm)tw

ol pj, désigne la densité de la k-ieme espece, p = Z,‘,ES pr la densité totale, S = [1.ng] I'ensemble
des indices des especes, v; la composante de la vitesse moyenne massique dans la -ieme direction et
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€°" Ténergie spécifique totale. Les flux convectifs F;, ¢ € C, sont donnés par
. . . . . . 1 1 “ 1 + 1‘
(3) Fi = (p1vi. .-+ Pactis pPU1Ui + 64D, - ... prav; + biap, pe v + pui)',

ol 6;; le symbole de Kronecker et p la pression thermodynamique. Enfin, les flux dissipatifs F;,
i € C, s’écrivent sous la forme

(4) f; = (plvli: ey pnsvﬂsz‘: Hil: R Hfd; q; + ZHzJUJ)i;

ou V,; la vitesse de diffusion de la k-ieme espéce dans la i-ieme direction, II le tenseur des contraintes
de viscosité et g; le flux de chaleur dans la ¢-ieme direction.

Pour un développement de Enskog au premier ordre, les flux de transport V., &k € S, Il et ¢
s’expriment linéairement en fonction des gradients des grandeurs macroscopiques au moyen des
coefficients de transport par les relations

(5) Vie=~— Z D(8,X; + X190, log p) — 6,0, log T, kes,
les
2
(6) m=- (h‘ — 577) (82-0)] — 3(8zv + (Bz0)"),
(7) g=—XNo.T —1p E 05.(0. X + X0, logp) + Z piluVi,
res keS

olt Dy, est la matrice de diffusion multi-especes, X, la fraction molaire de la k-igme espéce, 0;. le
coefficient de diffusion thermique de la k-ieéme espéce, 1" la température absolue, 7 la viscosité de
cisaillement, x la viscosité volumique, I le tenseur identité, A’ la conductivité thermique partielle et
h;. Tenthalpie spécifique de la k-ieme espéce. Les diverses grandeurs thermo-chimiques comme la
pression, ’energie interne ou encore les taux de production chimiques sont d’autre part des fonctions
réguliéres de la variable d’état U [4].

Le formalisme utilisé pour Ja dérivation de ces équations a été introduit par Waldmann et
Triibenbacher [11] et généralisé aux mélanges réactifs par Ern et Giovangigli [2]. 1l permet d’obtenir
les propriétés de symétrie « naturelles » et de positivité pour les flux de transport, contrairement a
Monchick, Yun et Mason [9], qui ont artificiellement détruit cette symétrie. En particulier, la matrice
de diffusion multi-especes Dy, est symétrique semi-définie positive, les coefficients 5 et A’ sont
strictement positifs et # est positif. Enfin, ces équations sont obtenues dans le régime des réactions
tempérées pour lequel les temps caractéristiques de la chimie sont plus longs que les temps de
libre parcours moyens des molécules et que les temps de relaxation des degrés d’énergie interne
des molécules [2].

En introduisant les matrices jacobiennes A;(U) = 9y Fi. i € C, et les matrices de dissipation G;,

i,j €C.avec F; = —3 . Gij(U)9;U, i € C, on obtient le systeme quasi-linéaire
(8) BU + Y AU)oU = > 8:(Gi;(U)3;U) + QU).
ieC ijeC

Ces matrices sont définies et réguliéres sur un ouvert convexe Oy C RB", n = ng+d + 1 [4].
En utilisant les résultats de Kawashima et Shizuta [7] sur la symétrisabilité des systemes de lois
de conservation avec termes dissipatifs, qui généralisent les travaux antérieurs sur les systémes
hyperboliques, nous obtenons une forme symétrique conservative de notre systeme ([4]. [8]).
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ProposITION 1. — Soit H = —ps, ot s est la densité d’entropie (physique), et V. = (9yH)! les
variables entropiques correspondantes. Alors V' est donnée par
.1 1 1 '
(9) V= (aUH>I = 'T </11 - 57""”: cees fIng T ?IU v, V1;--.. Vds _1) :

oty est le potentiel chimique de la k-iéme espéce et U=V est un difféomorphisme G de Oy sur
Pouvert Oy = R"1 x (—oc, —=1/T,.) oit T,. est une température de référence. De plus, les équations
correspondantes §’écrivent

(10) FodV + 30 A0 = 3 oGV ) + 4

ieC i.j€C

avec
(11) Ag=0vU, A= (0uF)As,  Gij=GiyAs, Q=0

La matrice AO(V) est symétrique définie positive, les marrices A; (V), i € C, sont symétrigues, on a les
relations G”(V) = G7,(V) i,j € C, et B(V,1 w) =3 iec G; S (VYw;w; est symétrique semi-définie
positive pour w dans la sphére S et V dans O..

Il est & noter que les expressions des flux de transport provenant de [9] ne permetient pas de
parvenir a4 une forme symétrique explicite et conduisent a des problémes de compatibilité avec les
relations de réciprocité de Onsager ([11, [3]).

Le systtme symétrique obtenu resie cependant intermédiaire entre un sysieme hyperbolique de
lois de conservation et un systéme fortement parabolique. Nous voulons le réécrire sous une forme
normale, ¢’est-a-dire sous la forme d’un systeme symétrique composite hyperbolique-parabolique, ot
I’on sépare les variables hyperboliques et les variables fortement paraboliques [7]. Nous utilisons, a
cette fin, une caractérisation complete des formes normales des systemes dont le noyau N (B(V,w))
est invariant, c¢’est-a-dire indépendant de 1 € Oy et w € S§9=1 [4]. Aprés avoir établi Pinvariance
du noyau de B dans le cas particulier des mélanges gazeux réactifs, on obtient le théoréme suivant.

THEOREME 2. — Pour toute forme normale du systéme des mélanges gazeux réactifs, obtenue par un
changement de variable V +—— Z de Oy, sur O 4, en multipliant (8) & gauche par 0zV*, la variable
Z est de la forme

o — o — -1\’
12 7 = (Z1. 211t = . ot fns—H1 U L
( ) ( I: U) <SDI(P), @11( T ; T Nk T T ;

ot I correspond a la premiére composanie, 11 aux ng + d derniéres, et oit @y et @y sont deux
difféomorphismes dans R et R"S¥9, yespectivement. Le systéme résultant s’écrit alors

(13) A0z + > A6z + > A0z =0,

i€C i€C
(14) A IIIIatZH Z 4 dZI+Z HUaZH _ Z ai( HU& Z00) +Qr + T
i€C ieC 7,7€C
avec
Ay = 8,VIA8,V, Gy =08;VGi;0,V,
(15)

A= 0,VIA0,V,  H=- 8i(0;V)[G;;07V10;2,  Q=03,V'Q
i,je€C
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La matrice Aqg est syméirique définie positive, les matrices A;, i € C, sont symétrigues, on a
Gij = (_?;-, i,j € C, et la matrice B = zi,jec a{;:”wiwj est définie positive pour tout Z € O,
et w € 8L On appelle alors Z; la composante hyperbolique er Zir les composantes fortement
paraboliques. Enfin, lorsque o1y est une application linéaire constante, on a également Hy; = 0.
Diverses formes normales sont obtenues explicitement dans [4] et [8]. en particulier la forme
normale « naturelle » obtenue en prenant I'identité pour ¢y el ¢yy. et associée a la variable normale

t

) P Jo—l3 Pns—H1 Vi vg —1
16 W = ... = =, —., — |,
() <p, T ’ T A ’T‘T)’

et la forme normale « simplifiée » associée & la variable

T Tng t
(17) W = <p, log<gf.1>,..., 10g<p;f] ), Vi,..., Uq, T> ,
1 1

qui varie dans I’ouvert convexe O = (0,00) X R7s—1 x RY x (T, 00), ol 7, désigne la constante
spécifique du k-iéme gaz. La forme normale obtenue avec la variable W généralise celle obtenue
par Kawashima et Shizuta dans [7]. Ces formes normales peuvent étre utilisées pour la résolution
du probleme de Cauchy localement en temps et pour I'étude de la stabilité asymptotique des états
d’équilibre constants ([5], [6]).

En nous appuyant sur les travaux de Vol'pert et Hudjaev [10] sur les systémes symétriques
composites hyperboliques-paraboliques, nous démontrons alors un théoréme d’existence et unicité de
solutions régulieres pour le probleme de Cauchy avec conditions initiales régulieres. Nous utilisons,
a cet effet, les espaces V;(RY), définis par la norme [10]

(18) Il = > leall?,  lgall = 19ilo + D il
i1€[1,n] ke[1,)
oll ¢ = (¢1,...,hn)" et ol [¢4], , désigne Ia semi-norme classique de P'espace de Sobolev W) (R?).

THEOREME 3. — Considérons le probleme de Cauchy pour le systéme sous forine normale

AW+ AW = 9:(Gyo; W)+ H+ Q,
(19) ieC i,5€C
W(0,2) = WO(x)

7

(20) WO e (RY), inf Pe) >0, nfT%(x) > T
Alors il existe 1o, 0 < 19 < oo tel que (19) admette une solution uniqgue W = (Wy, Wi;)" € Oy dans
la bande Q,, = [0,1¢] x RY, continue sur Q,, ainsi que ses dérivées du premier ordre en temps et du

second ordre en espace, et pour laquelle les inégalités suivanies soient vérifiées

(21) sup (lp@)ll, + > Nog(py /o7 ), + > I, + 1@, ) < +o0,
0<1<ty

k€[2.ns] e
(22) inf p(¢,z) > 0, iy{'\T(i:ﬁ;) > T, sup |[Gip()ll,_, < +oc,
0 o 0<1<to
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(23) /01( > lodog(ey /o )OI, + Y 107, + & T(IF,

lef2.ng] ieC
= 3 gl fEIE, + 3 m<v>n?_]+1|T<f~>ni,)d/~<+o:.
ke[2.ns] i€C

De plus, ou bien 1g = +o0 ou bien il existe t1 tel que le théoréme soit valide pour tout 1o < 11
et iel que, pour to—iy, la quantité

2.oc?

(24) (o)l + D 1og(ny" /93 )(to)llo.ce + > lli(to)

k€[2,m5s] ieC
explose ou inf 5 T—T,.
to

Note remise le 22 aofit 1996, acceptée le 16 septembre 1996.
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