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Resume. Nous consideronsles equationsregissant les melangesgazeux reactifs dont la cinetique
chimiqueest complexe.Ces equations sont issues de la theorie cinetiquedes melanges
gazeuxdiluespolyatomiquesreactifs.A l'aide d'une entropie, nous obtenonsune forme
symetrique conservative du systeme. Dans le cadre de la theorie de Kawashima et
Shizuta, le systeme obtenuest alors mis sous une formenormale, i.e., sous la forme d'un
systemesymetriquehyperbolique-parabolique.Nous caracterisonsegalementtoutes les
formes normales pour ce systeme de lois de conservation. En utilisant un resultal
de Vol'pert el Hudjaev, nous demontrons ensuite 1'existence locale et l'unicite d'une
solution reguliere bornee pour le probleme de Cauchy.

Multicomponent reactive flows.
(I) Symmelrization and local existence

Abstract. We consider the equations governing multicomponentreactive flows derivedfrom the
kinetic theoryofdilutepolyatomic reactivegas mixtures. Using an entropyfunction, we
derive a symmetric conseivalive form of the system. In the frameworkofKawashima
and Shizuta's iheoiy, we recast the resulting system into a normal form, thai is, in
the form of a symmetric hyperbolic-parabolic compositesystem. We also characterize
all normalformsfor this system of conservation laws. Using a result of Vol'pert and
Hudjaev, we then prove the local existence ofa boundedsmooth solution to the Cauchy
problem.

Abridged English Version

We consider the equations governing multicomponentreactive flows. These equations are rigorously
derived from the kinetic theory of dilute polyatomic reactive gas mixtures [2]. This derivation yields
the conservation equations, the thermo-chemistryproperties and the transport fluxes ([2], [4]).
The conservation equations are given by (1), where dt is the time derivative operator, U the

conservative variable (2), <?,• the space derivative operator in the ?'th direction, C = {l,...,d} the
indexing set of spatial coordinates, d G {1,2,3} the space dimension, F,- the conveclive flux in the
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rth direction (3), Fi the diffusive flux in the vth direction (4) and 9 the source term [4]. The diffusive
fluxes (4) are expressed in terms of the diffusion velocities (5), the pressure tensor (6) and the heat
flux (7). The kinetic theory provides, in particular, naturally symmetric transport coefficients by using
the formalism introduced by Waldmann and Trubenbacher [11] which differs from the one considered
by Monchick, Yun and Mason [9] where symmetry has been artificially destroyed ([2], [3]).
Relying on the work of Kawashima and Shizula [7] on synimelrizability of dissipative systems of

conservation laws, which generalizes previous works on symmetric hyperbolic systems, the resulting
quasilinear system (8) is symmetrized (10), (11) by using the enlropic variables (9) [4]. A fundamental
propertyis then that the nullspaceA''(B) naturally associated with the symmetrized dissipation matrices
is invariant. Note that using the transport fluxes from [9] prevents complete symmelrization and leads
to compatibility problems with Onsager reciprocal relations ([1], [3]).
We then investigate normal forms of the system, that is, symmetric hyperbolic-paraboliccomposite

forms (13), (14). Thanks to the invariance property of N(B), il is possible to characterize all normal
variables (12) associated with normal forms (13), (14), (15) of the system ([4,] [7]). In particular,
the system of multicomponentreacting flows can be recast into a normal form by using the natural
normal variable (16). A simpler normal form, however, is obtained by using the normal variable (17),
and generalizes the normal form of the Navier-Slokes equations obtained by Kawashima ans Shizuta
([4], [7]). Complete expressionsfor the symmetric and normal forms of the system of multicomponent
reactive flows are to be found in [4], [8].
We then investigate the well posedness of the Cauchy problem by using a simplified quasilinear

version of an existence theorem proved by Vol'pert and Hudjaev concerning symmetric hyperbolic-
parabolic systems ([8], [10]). The solutions are investigated in the space Vi defined by the norm (18),
where / is an integer such that / > d/2 + 3. Using the simplified normal form obtained previously, we
prove local existence and uniqueness, in the space Vj, for the Cauchy problem (19), (20) associated
with multicomponentreactive flows governing equations. The solution satisfies the estimates (21)-(23)
and can also be continued unless the quantity (24) explodes or the solution reaches the boundary
of the admissible domain.
In a subsequent paper, we investigate global existence and asymptotic stability of constant

equilibrium states ([5], [6]).

On s'interesse aux equations regissanl les melanges gazeux reactifs dont la cinetique chimique est
complexe. Ces equations sont issues de la theorie cinetique des melanges gazeux dilues polyatomiques
reactifs [2]. Elles se presentent sous la forme d'equations de conservation, de relations thermo-
chimiques el de relations de transport. Les equations de conservation de la masse, de la quantite de
mouvemenl et de Penergie s'ecrivent sous la forme

oil dt est Poperateur de derivation lemporelle, U la variable conservative, 9?- Poperateurde derivation
spatiale dans la i-ieme direction, C = {!,... ,d) Pensemble des indices des coordonnees spatiales,
d 6 {1,2.3} la dimension d'espace, Fi le flux conveclifdans la ?'-ieme direction, Fi le flux dissipatif
dans la ?'-ieme direction et fi le terme source [4]. La variable U s'ecrit sous la forme

ou pi, designe la densite de la /c-ieme espece, p = 2~lkes Pk 'a densite totale, S = [1. ns] Pensemble
des indices des especes, i>,- la composante de la vitesse moyenne massique dans la z-ieme direction el
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gtot penergje specifique totale. Les flux convectifs Fi, i G C, sont donnes par

ou 6{j le symbole de Kronecker et p la pression thermodynamique.Enfin, les flux dissipatifs Fj,
i G C, s'ecrivent sous la forme

ou Vki la vitesse de diffusion de la /c-ieme espece dans la ?'-ieme direction, LI le tenseur des contraintes
de viscosite et g,- le flux de chaleur dans la i-ieme direction.
Pour un developpement de Enskog au premier ordre, les flux de transport V;,, k G S, Ft et q

s'expriment lineairement en fonction des gradients des grandeurs macroscopiques au moyen des
coefficients de transport par les relations

ou Dki est la matrice de diffusion multi-especes, Xk la fraction molaire de la fc-ieme espece, 8j,- le
coefficient de diffusion thermique de la A*-ieme espece, T la temperature absolue, 77 la viscosite de
cisaillemenl, /c la viscosite volumique, I le tenseur identite, A' la conductivite thermique partielle et
lik Penlhalpie specifique de la /c-ieme espece. Les diverses grandeurs thermo-chimiques comme la
pression, 1'energie interne ou encore les taux de production chimiques sont d'autrepart des fonctions
regulieres de la variable d'etat U [4].
Le formalisme utilise pour la derivation de ces equations a ete introduit par Waldmann et

Triibenbacher [11] el generalise aux melanges reactifs par Ern et Giovangigli [2]. II permet d'oblenir
les proprietes de symetrie « naturelles » et de positivite jiour les flux de transport, contrairement a
Monchick,Yun et Mason [9], qui ont artificiellement detruit cette symetrie. En particulier, la matrice
de diffusion multi-especes 7J;,.; est symetrique semi-definie positive, les coefficients ?/ et A' sont
strictement positifs et a est posilif. Enfin, ces equations sont obtenues dans le regime des reactions
temperees pour lequel les temps caracteristiques de la chimie sont plus longs que les temps de
libre parcours moyens des molecules el que les temps de relaxation des degres d'energie interne
des molecules [2].
En introduisanl les matrices jacobiennes Ai(U) = dvF'i, i G C, et les matrices de dissipation Gij,i.j G C, avec F{ = —Ylj^cGij(U)djU, i G C, on obtient le systeme quasi-lineaire

Ces matrices sont definies el regulieres sur un ouvert convexe On C R", n = n-s + d + 1 [4].
En utilisant les resultats de Kawashima el Shizuta [7] sur la symetrisabilile des systemes de lois
de conservation avec termes dissipatifs, qui generalisent les travaux anlerieurs sur les systemes
hyperboliques, nous obtenons une forme symetrique conservativede noire systeme ([4], [8]).
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PROPOSITION 1. - Soit Ti = —ps, ou s est la densite d'entropie (physique), et V = (duT-Cf les
variables enlropiques correspondantes. Alors V est donnee par

ou iii; esl le polenliel chimique de la k-ieme espece el U—>V est un diffeomorphisme G°° de Ov sur
1'ouvert Ov = R"^1 x (—oc, —l/Tr) oft Tr est une temperaturede reference. De plus, les equations
correspondantes s'ecrivenl

La matrice AQ(V) esl symetriquedefiniepositive, les matrices Ai(V), i G C, sont symetriques, on a les
relations Gij(V)1 = Gji(V), i,j G C, el B(V,w) = 2~2i .sc(^*i0/")u'''u;i est symetriquesemi-definie
positive pour w dans la sphere Sd~} et V dans Ov.
II est a noter que les expressions des flux de transport provenanl de [9] ne permettent pas de

parvenir a une forme symetrique explicite et conduisent a des problemes de compatibilite avec les
relations de reciprocity de Onsager ([1], [3]).
Le systeme symetrique obtenu reste cependant intermediaire entre un systeme hyperbolique de

lois de conservation et un systeme forlement parabolique. Nous voulons le reecrire sous une forme
normale, c'est-a-dire sous la forme d'un systeme symetrique compositehyperbolique-parabolique,ou
l'on separe les variables hyperboliques et les variables fortement paraboliques [7]. Nous utilisons, a
cette fin, une caracterisation complete des formes normales des systemes dont le noyau N(B(V,w))
est invariant, c'est-a-dire independant de V G Ov et w G Sd~l [4]. Apres avoir etabh Pinvariance
du noyau de B dans le cas particulier des melanges gazeux reactifs, on obtient le theoreme suivant.
THEOREME2. - Pour toute forme normale du systeme des melangesgazeux reactifs, oblenuepar un

changement de variable V i—> Z de Ov sur Oz, en mullipliant (8) a gauche par OzV*, la variable
Z est de la forme

ou f correspond a la premiere composanle, ff aux n$ + d dernieres, et oil tpj el ipjj sont deux
diffeomorphismesdans R et Rns+d, respectivemenl. Le systeme resultant s'ecril alors
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La matrice AQ esl symetrique definie positive, les matrices Ai, i G C, sont symetriques, on a
Gij = Gjj, i.j G C, et la matrice B —

2~2i j^c Gij wi'wj est definie positivepour tout Z G Oz
et w G Sd~1. On appelle alors Zj la composanle hyperbolique et Zdd les composantesforlemenl
paraboliques. Enfin, lorsque iprj est une application lineaire constante, on a egalemenl Iff = 0.
Diverses formes normales sont obtenues explicitement dans [4] et [8], en particulier la forme

normale « naturelle » obtenue en prenant Pidentite pour ipj et <prj, et associee a la variable nomiale

et la forme normale « simplifiee » associee a la variable

qui varie dans Fouvert convexe Ow —
(O.oo) x R"s_1 x Rd x (Tr,oo), ou ?> designe la constante

specifique du /c-ieme gaz. La forme normale obtenue avec la variable W generalise celle obtenue
par Kawashima et Shizuta dans [7]. Ces formes normales peuvent etre utilisees pour la resolution
du probleme de Cauchy localement en temps et pour Fetude de la stabilite asymptotique des etats
d'equilibre constants ([5], [6]).
En nous appuyant sur les travaux de Vol'pert et Hudjaev [10] sur les systemes symetriques

compositeshyperboliques-paraboliques,nous demontrons alors un theoreme d'existence et unicite de
solutions regulieres pour le probleme de Cauchy avec conditions initiales regulieres. Nous utilisons,
a cet effet, les espaces Vi(Rd), dermis par la norme [10]

ou (j) = (dpi,... ,d)n)1 et oil \(j>i\k
T
designe la semi-normeclassique de l'espace de Sobolev Wk(Rd).

THEOREME 3. - ConsideronsIe probleme de Cauchy pour le systeme sous forme normale

Alois il existe to, 0 < in, < co tel que (19) admette une solution unique W = (Wj, FF;/)* G 0\y dans
la bande Qt

—
[0, i0] x Rd, continue sur Q1o ainsi que ses deriveesdu premierordre en temps et du

second ordre en espace, el pour laquelle les inegaliles suivantes soient verifiees
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De plus, ou bien i0 = +00 ou bien il existe U lei que le theoreme soil valide pour loul IQ < l\
el lei que, pour t,Q~^t7, la quanlile

explose ou ITAQ T^Tr.

Note remise le 22 aout 1996, acceplee le 16 septembre 1996.
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