
E
ole polyte
hnique, 3ème année, MAP-MAT 567Transport et di�usion (G. Allaire, F. Golse)Examen é
rit du 20 Mars 2013 (2 heures)1. Transport et diffusion : 10 pointsSoient L, λ, σ > 0. On note H0 := L2([0, L]× [−1, 1]) et (·|·) le produit s
alairede l'espa
e de Hilbert réel H0. Pour toute fon
tion φ ∈ H0, on note
〈φ〉(x) = 1

2

∫ 1

−1

φ(x, µ)dµ , et Rφ(x, µ) := φ(x,−µ) .1) Soit A, l'appli
ation linéaire dé�nie sur H0 par la formule
Aφ := λφ+ σ(φ − 〈φ〉) .a) Montrer que A est bije
tive et 
al
uler A−1.b) Montrer que les appli
ations linéaires A et A−1 sont 
ontinues sur H0 et 
al
ulerleurs normes en fon
tion de λ et σ.
) Montrer qu'il existe des 
onstantes positives α+ et α− que l'on 
al
ulera enfon
tion de λ et σ telles que

(Aφ|φ) ≥ α+(φ|φ) et (A−1φ|φ) ≥ α−(φ|φ) pour tout φ ∈ H0 .Pour tout S ∈ H0, on 
onsidère le problème aux limites pour l'équation deBoltzmann linéaire stationnaire ave
 
ondition aux limites de ré�exion spé
ulaire
(BLS)

{

µ∂xf(x, µ) +Af(x, µ) = S(x, µ) , 0 < x < L , |µ| ≤ 1 ,

(I −R)f
∣

∣

x=0
= (I −R)f

∣

∣

x=L
= 0 , 0 < µ ≤ 1 ,On note

H := {f ∈ H0 |µ∂xf ∈ H0Ê et (I −R)f
∣

∣

x=0
= (I −R)f

∣

∣

x=L
= 0}et on admet que H est un espa
e de Hilbert réel pour le produit s
alaire dé�ni par

[f |g] := (f |g) + (µ∂xf |µ∂xg) .Pour tout f, g ∈ H, on pose
a(f, g) := (µ∂xg|A

−1(µ∂xf)) + (Af |g) , ℓS(g) := (A−1S|µ∂xg) + (S|g)2) Montrer que la forme bilinéaire a dé�nit un produit s
alaire sur H et qu'il existe
C > c > 0 telles que

|a(f, g)| ≤ C
√

[f |f ][g|g] et a(f, f) ≥ c[f |f ] pour tout f ∈ H .On appelle solution faible du problème (BLS) une fon
tion f ∈ H t.q.
a(f, φ) = ℓS(φ) pour tout φ ∈ H .3) Montrer que, pour tout S ∈ H0, le problème (BLS) admet une unique solutionfaible. (On pourra appliquer le théorème de Lax-Milgram, ou en
ore le théorèmede représentation de Riesz dans l'espa
e H muni d'un produit s
alaire bien 
hoisi.)4) Notons XL := {f ∈ H0 ∩C([0, L]× [−1, 1]) | ∂xf ∈ C([0, L]× [−1, 1])}. Montrerque si f ∈ XL est solution de (BLS) au sens usuel, alors a(f, φ) = ℓS(φ) pour tout

φ ∈ XL.5) On 
onsidère le problème (BLS) ave
 σ > 0 mais λ = 0 et S = 0. Montrer queles seules solutions de 
e problème dans l'espa
e XL sont les fon
tions 
onstantessur [0, L]× [−1, 1]. 1



26) Quelle est la plus grande valeur propre (réelle) de l'opérateur de Boltzmannlinéaire B dé�ni sur l'espa
e XL par Bf = −µ∂xf − σ(f − f) ?7) Y a-t-il une notion de taille 
ritique de l'intervalle [0, L] pour l'opérateur B ave
les 
onditions aux limites de ré�exion spé
ulaire en 0 et L ?2. S
héma numérique : 10 pointsSoit une vitesse 
onstante et positive a > 0. On 
onsidére l'équation d'adve
tionlinéaire dans (0, 1) ave
 une 
ondition aux limites de périodi
ité(1) 













∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 pour (x, t) ∈ (0, 1)×R

+
∗

u(t, 0) = u(t, 1) pour t ∈ R
+
∗

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1),où u0(x) est une fon
tion 
ontinue sur le segment [0, 1]. Pour ∆t > 0 et ∆x =
1/N > 0 (ave
 N un entier positif), on dé�nit les noeuds d'un maillage régulier

(tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ {0, 1, ..., N}.On note un
j une approximation dis
rète au point (tn, xj) de la solution exa
te

u(t, x). On 
onsidère deux s
hémas de type Crank-Ni
olson ave
 la donnée initiale
u0
j = u0(xj). Tout d'abord un s
héma dé
entré amont(2) un+1

j − un
j

∆t
+

a

2

(

un+1
j − un+1

j−1

∆x
+

un
j − un

j−1

∆x

)

= 0 pour j ∈ {1, ..., N},puis un s
héma 
entré(3) un+1
j − un

j

∆t
+

a

2

(

un+1
j+1 − un+1

j−1

2∆x
+

un
j+1 − un

j−1

2∆x

)

= 0 pour j ∈ {1, ..., N}.La 
ondition aux limites de périodi
ité est prise en 
ompte en posant un
0 = un

N et
un
1 = un

N+1. On note Un le ve
teur de 
omposantes un
j , pour 1 ≤ j ≤ N .1) Montrer que les s
hémas (2) et (3) peuvent s'é
rire(4) Un+1 − Un +

a∆t

2∆x
A(Un+1 + Un) = 0,ave
 une matri
e A que l'on pré
isera pour 
ha
un des s
hémas.2) Montrer que si la matri
e A est positive au sens des formes quadratiques,AU ·U ≥

0 pour tout U ∈ R
N , alors le s
héma (4) est in
onditionellement stable en norme

L2.3) Montrer que, pour les s
hémas (2) et (3), la matri
e A est e�e
tivement positiveau sens des formes quadratiques.4) Montrer que le s
héma (2) est 
onsistant et pré
is à l'ordre 1 en espa
e et 2en temps, tandis que le s
héma (3) est pré
is à l'ordre 2 en espa
e et temps. Quepeut-on dire de la 
onvergen
e de 
es s
hémas ?5) Dans le 
as du s
héma (2) montrer que la matri
e (I+ a∆t
2∆x

A) est une M -matri
estri
te, tandis que la matri
e (I − a∆t
2∆x

A) a toutes ses 
omposantes positives ounulles sous la 
ondition CFL ∆t ≤ 2∆x/a. En déduire que le s
héma (2) véri�e leprin
ipe du maximum dis
ret sous 
ette 
ondition CFL.


