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Exercice I. Minimisation sous contrainte

Question 1. Si ¢ < 0, alors 'ensemble des points x vérifiant les contraintes est vide car @ est
définie positive. Le probléme n’a donc pas de sens. Si ¢ = 0, alors ’ensemble des points vérifiant les
contraintes est réduit au singleton {0}. Le probleme est donc trivial.

Question 2. L’ensemble des points vérifiant les contraintes est fermé et borné, donc compact, car
R? est de dimension finie. L’application que 1’on cherche & minimiser est linéaire, donc continue (car
la dimension est finie). Elle est donc bornée et atteint ses bornes sur I’ensemble des points de R?
vérifiant les contraintes.

Question 3. Le Lagrangien du probleme s’écrit :
1
L(x,p,p2) =a-x—b+m <2Qw-x—0> + 2 (a- ).

Question 4. Les contraintes s’écrivent Fy (z) = 1Qz -z —c < 0 et Fy(z) = a-z < 0. Les différentielles
correspondantes sont donc
Fl#)=Qz, Fi@)=a.

Comme ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires par hypothese, les contraintes sont qualifiées.
Question 5. On vient de voir que, comme Qx* et a ne sont pas colinéaires, les contraintes sont
qualifiées. Donc si z* est solution de (1), alors il existe des multiplicateurs A1, A2 > 0 tels que

a+ MQx* + Xoa = 0.
Puisque le systeme (Qz*,a) est libre, ceci implique Ay = 0 et 14+ Ao = 0, ce qui est contradictoire avec
le fait que Ay > 0.

Question 6. La question précédente implique que, si (1) admet une solution z*, alors nécessairement,
Qx* et a sont colinéaires. On restreint donc la recherche de solution a de tels x : on pose Qx = ta,
donc = = tQ'a, et on note

1 t2

J(t) :a-x—b:t(Q_la-a)—b, Fi(t) = iQx-x—c: 5Q_1a-a—c, Fy(t) :a-x:t(Q_la-a).

Et on s’intéresse donc au probleme de minimiser J(t) sous la contrainte Fy(t) < 0 et Fy(¢) < 0. Les
contraintes sont donc équivalentes a

2c

— <t <0.
Qla-a— ~

1



La fonction J est une fonction affine strictement croissante, car a # 0 et Q! symétrique définie
)

positive. Donc son minimum sur l'intervalle considéré est atteint a l’extrémité gauche de l'intervalle.

Donc (1) admet comme unique minimiseur

2c
5= - —— a.

Qla-a

Exercice 11. Equation de Laplace

Question 1. Pour tout entier j compris entre 0 et n 4+ 1, on écrit une formule aux différences finies

centrées d’ordre 2 :
2uj —Ujpr —Uj-1
h? =fi

A noter que pour j = 0 et j = n+1, on utilise des valeurs u_; et u,12 qui ne sont a priori pas définies.
Leur définition est I’'objet de la question suivante.

Question 2. Comme v > 0, on peut diviser par . Les expressions proposées permettent de
déterminer u_1 et upyo :

h h h h
U_1 = <1 — ) () —+ —Q, Un+2 = (1 - > Un+1 + 75
y Y Y Y

Ainsi, la ligne j = 0 du schéma devient

1 h

h . 1
;Lg[QUU_Ul_(l—W)“O—Wa]:fO, d’ou %(UO—Ul)‘FE(UO—O&):'VfU

De méme, pour la ligne j = n 4 1 du schéma, on obtient

1 h h o 1
72 {2un+1 — Up — (1 - V> Un41 — ,yﬁ} = fnt1, dou 72 (Un+1 — up) + 7 (Unt1 — B) = v fns1-
Les différences finies centrées sont des approximations consistantes d’ordre 2 de la dérivée seconde.
Dongc, a part les lignes j = 0 et j = n+ 1, le schéma est consistant d’ordre 2. Cependant, en utilisant
un développement de Taylor sur la ligne 0 du schéma, on obtient, en supposant « de classe C3,
2 3
h h* (s

u(0) = u(h) = —u'(0)h = Z-u"(0) — -u ()

S

(u(0) — @) =f(0)
1

v o Y o vh
= —u'(0) = 5u"(0) - Fu(?’) (€) + 7 (u(0) = @) = 7f(0).

En utilisant le fait que u vérifie I’équation et les conditions de bord, on obtient une erreur de consistance
égale a

By =~ 20) + Zu¥(e) = o),

puisque f(0) = 0. Le schéma est donc consistant d’ordre 1. Le terme de bord en 1 se traite exactement
de la méme facon.



Remarquons toutefois que, siyf(0) # 0, alors Ey ne tend pas vers 0 et le schéma n’est pas consistant
d’ordre 1 en norme || - ||oo. On peut cependant démontrer que, comme ’erreur n’est présente que sur
les termes de bord, le schéma est consistant en norme L?. Son ordre est alors 1/2.

Question 3. Pour obtenir une approximation d’ordre 2 des conditions de bord, on utilise des
différences finies centrées pour approcher la dérivée dans la condition de bord. On obtient donc

U-1 — UL Up+2 — Up 3

Ceci permet, ici encore, d’exprimer u_1 et up49 :

2h 2h 2h 2h
U] = U] — —U)+ —Q, Upts = Uy — —Upt1 + —F.
Y Y Y Y

En insérant ces expressions dans le schéma, on a

1 2h 2h 1
— |2ug — 2u1 + —ug — Oé:| = fo, —=
Y Y

2h 2h
h? h?

2un+1 — 2up, + —Unp+1 — 7/8 = fn+1-
Y Y

En multipliant ces expressions par -y, on obtient bien les équations demandées. Pour étudier la

consistance du schéma, on remarque a nouveau que, pour les lignes autres que j =0et j =n+1, le

schéma est consistant d’ordre 2. Pour la ligne j = 0, on utilise ici encore un développement de Taylor :
h? h3

u(h) = u(0) + ' (0) + T (0) + Tu(€),

ou ¢ € [0, h]. En introduisant cela dans la ligne j = 0 du schéma, on obtient

il (0) — ou"(0) ~ " u®(©)| + 7 (u(0) ~ a) ~ 7 (0)

(u(0) —30/(0) — ) 7 (u"(0) + £(0)) ~ Zue).

S

Comme v est solution de (6), on obtient donc une erreur de consistance proportionnelle & yhu®)(€).
Le schéma est donc consistant d’ordre 1. A noter que si v = 0, ce terme est nul, et on peut alors
montrer que le schéma est d’ordre 2.

Question 4. Siu = (“j)ogjgnﬂ est minimale en jo, et si jo # 0 et jo # n + 1, alors 2uj, — wjo4+1 —
ujo—1 = h®fj, > 0. Donc 2uj, > wjo+1 + ujo—1 > 2uj,. Cette suite d’inégalités est donc une suite
d’égalité, ce qui ne peut étre le cas que si uj, = ujo+1 = uj,—1. En répétant ce raisonnement, on
obtient que u; est indépendant de j. On est donc ramené au cas ou jop = 0 ou jo = n+ 1. En utilisant
I'équation (5), on obtient alors que ug > 0 (si jo = 0) ou up41 > 0 (si jo =n + 1). Dans les deux cas,
on en déduit que u; > 0, pour tout j compris entre 1 et n + 1.

Question 5.

5.a. On reproduit le raisonnement de la question précédente : si u est maximum en jo, alors 2u;, =
Ujo+1 + Ujo—1 < 2uj,. Ici encore, ceci ne peut étre vrai que si uj, = ujo+1 = uj,—1. Ainsi, en répétant
ce raisonnement, u atteint son maximum en j =0ou 7 =n+ 1.

5.b. Sile maximum est atteint en j = 0, la ligne correspondante du schéma donne, puisque ug—u1 > 0
et fo =0, ug < a. Sile maximum est atteint en j = n + 1, on obtient de la méme facon u,1 < 5.
Dans les deux cas, on obtient donc que maxu < max(a, ).

5.c. on reprend la question précédente en changeant u en —u, ce qui donne max(—u) < max(—a, —f3).
Avec la question précédente, on en déduit max |u| < max(|al, |B]).



Question 6. On pose v; = u;j — %th(l — hj), et on a donc, pour j compris entre 1 et n,

1
ﬁ(QUj —Vj-1 _'Uj+1) = fj - M <0.

Par ailleurs, puisque a = 0,

2 2 1
lg(vo—vl)Jrhvo:’on—’YM(h—l) =~fo—yMn <0.

On a utilisé ici que n > 1. Enfin, puisque 8 = 0,

2 2 1
=1 (Vn41 — Vn) + 7Vnt1 = Vfnp1r —YM < - 1) =Y fa+r1 —yMn < 0.

h? h h

Donc v est solution du méme systeme que u, avec f remplacé par f — M <0, et g < 0. Donc, d’apres
la  question précédente, v < 0. Ainsi, on obtient que, pour tout j, u; < %th(l — hj). Enfin, le
polynéme P(z) = z(1 — x) est maximal en = 1/2, ou il vaut P(1/2) = 1/4. Donc u; < M /8 < M.
Question 7. De la question précédente, en changeant v en —u, on déduit que v > —M, donc que
luj| < M, pour tout j.

On note v la solution avec f = 0, et w celle avec @ = g = 0. Par linéarité du systeme, v + w
est solution du méme systéme que u. Par unicité, on a donc u = v + w. Les questions précédentes
impliquent que, pour tout j, on a

|vj| < max(|al, [8]), et [wj| <],

pour tout j. Comme |u;| < |vj| + |wj|, on en déduit le résultat.

Question 8.
8.a. e; = u; — u(jh), donc, pour 1 < j <mn,ona

1

1 (26— 51— ¢j1) = FH) — 2 (u(ih) — u((G + 1DR) —u((G ~ D).

Pour j =0, on a

ep—er 2 uw(0) —u(h) 2
2 —ep = -y~ 7 _
Enfin, pour j =n+ 1, 0on a
entl —€n 2 w(l) —u(l —h 2
ey 2 m () 2y L) 2y gy

h? h h? h

8.b. Chacun des seconds membres correspond aux erreurs de consistance des différentes lignes du
schéma. Comme ce dernier est consistant d’ordre 1, le vecteur e est donc solution du méme systeme
que u, avec a = 3 =0, et f tel que || f|loc < Ch, pour une constante C' indépendante de h. Donc, les
question précédentes impliquent que ||e]|ooc < Ch. Le schéma est donc convergent a lordre 1.

Exercice 1II. Décomposition de domaine

Question 1. Supposons que uy et us sont deux solutions de la formulation variationnelle. Alors,
u = u1 — ug est solution du probléme variationnel avec f = 0 et ¢ = 0. Donc, pour tout v € Vj, on a

/Vu‘szo.
Q

4



Par ailleurs, on sait que v = 0 sur 9€). Donc u € Vj, et on peut donc l'utiliser comme fonction test
dans la formulation variationnelle. D’ou
/ |Vul|?> = 0.
Q

Cette fonction positive et continue ne peut étre d’intégrale nulle que si elle est nulle. Donc Vu = 0.
Comme par ailleurs v = 0 sur 0f2, ceci implique v = 0.

Question 2.
2.a. Pour chaque indice k € N, les fonctions ﬂ]f et E’g’ sont affine. En utilisant les conditions de bord,
on calcule facilement :
ui(z) = 2z, us(z) =2z — 1.
D’ou
ur(z) =0, us(z)=1.

2.b. Ainsi, u? = u et u3 = U9, et donc les suites sont périodiques, et ne convergent pas.

Question 3. Par soustraction, on a évidemment —A (ulfH - ulf_1> =0 dans Qy, et ut ™ — A1 =0

sur I'1. Par ailleurs, les conditions de bord sur I';3 pour u’f“ d’une part, et pour ulg d’autre part,
s’écrivent .
ouy

Onia

ouk
+ )\U,k+1 — U2 + )\Uk,
1 8n21 2

oul
Onai

o k—1
U —i—)\ulf_l

+ b = — oy

En soustrayant ces deux inégalités, on obtient

0
(u’f l—u’f 1) ——)\<2’LL]2€—u’1g l—u’f 1) .
(97112

De méme, on a —A <u§+1 - ug_l) =0 dans Q9, ub™ — w5~ = 0 sur T'y. Sur I', on a

dubt! 1 ouk ouk oub!
+ b = -1k, L =—-22— 4 bt
Onay 2 n12 ! Onia ! Onay 2

On soustrait ces deux égalités, et on a

0
k+1 k—=1Y\ _ k k+1 k—1
(u2 — Uy ) —)\<2u1 — Uy — Uy )
67121

Question 4. Pour écrire les problémes variationnels associés, on consideére une fonction test v € C*(Q)

telle que v = 0 sur I'{, on multiplie I’équation dont ulfﬂ — ulf_l est solution par v, on integre sur €y

et on utilise la formule de Green :

0
/ \Y% (u’f+1 — u]fl) -Vov — (ulfH — ulffl) v=0.
971 ISP Iniz

La condition de bord permet d’écrire
Vo e VP, / \Y (ulf'H - u’f‘l) Vv = )\/ (21#12€ - u]f+1 - ulf_1> v.
Q1 12

VP={vel' (), v=0surly},

Ici,



et la fonction inconnue u’f“ — u’ffl est & chercher parmi les u € C1(€2;) telles que u = 0 sur I'y.

En procédant de la méme fagon sur (2o, on a
Yo € VY, / \Y (ué:'H - ué’_l) Vo = )\/ (2ulf — bt — ug_l) v.
Qg T2

Vi ={veC (), v=0surTy},

Avec

A1 _ 451 est & chercher parmi les u € C*(Qy) telles que u = 0 sur I'y.
kel
1

et la fonction inconnue wu

Question 5. En utilisant v = u u]f_l dans la premiere, et on a donc

2
/ \Y% <ulf+1 — ulffl)‘ = )\/ <u’f+1 — u’ffl) <2u'§ — u’f“ — u’f%) .
Q1 NP
Ensuite, on écrit le second membre de la facon suivante :
(u’f“ — u’f_1> (2ul§ — ulfﬂ — u]f_1> = (u’f“ — u§> (2u§ — u’f“ — u]f_l)
(= k) (20—t - b

2 2
B+l k 1k ko k=1 ko k=1 ko k=1 ko ket
=- (ul+ - U2> + (Ul+ - UQ) (uz - Uy > + (U2 —uy ) + (“2 —u ) <U2 —uyt )

Ainsi,

2 2 2
\Y% (ulf'H — ulf_1>’ + )\/ (uéC - quH) = /\/ (u’f‘l — u’§> .
F12 F12

k+1 k-1 .
2 T Uy

)

Le calcul est exactement le méme pour u

2
k+1 =1\ _ k+1 k—1 k k+1 k—1
/ V<u2 — Uy )‘ —)\/ (u2 — Uy )<2u1—u2 — Us )
Q2 T2
On écrit le second membre de la fagon suivante :
E+1 k-1 k E+1 E=1Y) _ [, k+1 k k E+1 k-1
(u2 — U, >(2u1—u2 — U, >—<u2 —u1><2u1—u2 — U, >
+ (ulf - ugfl) (2qu — u§+1 — ugfl)
2 2
= — (ug'H — u]f> + (ulg'H — ulf) (u’f — u§_1> + (u’f — u§_1> + (u’f — u§_1> <qu — ué“)

2 2
= — (uéCJrl — u]f) + (ulf — ug_l) .

Ainsi,

2
k—1 k

12

2 2
Jle (=) ea [ (-t =a
Qo I'12 r

Question 6. On somme les égalités obtenues a la question précédente, et on obtient

2 2 2 2
/ Vv (u’f“ — u’ffl)‘ —l—/ ‘V <u§+1 - ugflﬂ + )\/ (ug - u’f“) + )\/ (ulf — ugﬂ)
2 Q2 12 r

12

2 2
= )\/ (u’ffl - uS) + A (ugfl — ulf) .
T2 T2




En sommant cette suite d’égalités de k =1 a k = K, on obtient

2 2 2 2
\Y% (ulfH — u]f_1>‘ —I—/Q2 \Y% (ugJrl —ug_lﬂ )—H\/F (ué( —uf“) +A /F12 (u{( —uf“)
:)\/ () — d)? +)\/ (ud — u)?.

F12 I‘12

K

> (,

k=1

12

La série est a termes positifs, et A > 0, donc ceci implique

2
K K+1 K K+1 0 1\2 0 1\2
/ (u2 — Uy ) +/ (u1 — Uy ) S/ (ul—u2) +/ (uQ—ul) .
I'ia 'z 2 T2

(ué( - uf“) et / (uf - uf“) sont bornées.
ISP

Question 7. De méme, comme ces suites sont a termes positifs, la série

S e et
k+1 k-1

Question 8. Si on utilise u’f“ dans la formulation variationnelle vérifiée par u{"" —uy *, on a

V(b — b 1) vkt = [ b (2uk — uh L — k1)
o 1 1 1 A 2 1 1
1 1

On remarque tout d’abord que

Donc les deux suites /
IED)

est convergente.

\Y% (ulf+1 — ulffl) . Vu’f+1 = ‘Vukﬂ‘z — Vulffl . Vu’f+1
2 1 2 1 2
= [vu [ g |9 (- ) - g v - 5o

2 1 2 1
k+1 k+1 k—1 k—1
= g[we [ g v (e k)] - g vl

2
5 [747

Ensuite, pour le second membre, on a

1 2 1 2 2 2 1 2 2
k+1 k—1 k+1 k k k+1 o k—1\" _ [, k+1 k, k+1_ k+1, k-1
g (1) g (A7) (™ o) () g (™ ™) = () 2ol
_ Lkt k+1 k—1
= —u <2u2 uy T —uy > .

Ce qui, inséré dans ’équation intégrale ci-dessus, donne

1/‘ k1 k-1)]% L rr]? A k;12 A
= V(u+ —u >‘+f ‘Vu+ +< u+ =
2 Ja, ! ! 2 Jo, It 2 Fu 1) Ty




Question 9. L’égalité ci-dessus est aussi vraie en échangeant les indices 1 et 2. Donc, en les sommant,

2
(u]f 1) +2)\/ (u]f'H ug)
12 ISP
2 2
k+1‘ +)\/ W +)\/ k1 +2>\/ .
MCHRCY MRSy T A
2 k)2 k1 k1)
g/ —1—2)\/ (u2) —i—)\/ (U1 —uy )
(931 T2 IBD)
2 2 2
+/ Vuk_l’ +2)\/ (u’f) —|—)\/ <u§+1—u§ 1) .
Qo ISP} ISP

En sommant ces inégalités de k=1a k=K, on a

2 2
/ Vu{{H’ +/ ‘Vuﬂ —i—/
Qq 951 Q2

A, (7 70 () (@“)2

+2)\Z (k" — ) +2)\Z bt — ’“)2

F12 F12

g/ Val P [ ulf e [ v [ (vl
(951 (951 Qo Qo

o [ ) [ ) )
F12 l—‘12
K 2 K 2
+ A / k+1 k-1 + A / k+1 k-1 ] A
1;:1: - (Ul Uy ) E , . (“2 Ug ) (A)

k=1"T12

on obtient

2 2
/ Vulf“‘ +/\/ (u’f“) +)\/
Q1 'z r
+ )7
Qo

Vb1

2
Vuf“’ +/Q ‘Vug(f-#—
2

On utilise maintenant 'inégalité de trace donnée par ’énoncé pour majorer les derniers termes de
I'inégalité. On a donc

K

K
k?+1 k: 1 < C / v
Z ~/I‘12 (U1 “ = ; 921

k=1

2
k+1 k—1
&)

Ce majorant est une somme partielle d’'une série convergente, d’apres les questions précédentes. Il
s’agit donc d’une suite bornée. Il en est de méme pour le dernier terme. On a donc

2 2
/ vul | +/ ‘Vuﬂ2+/ Vs +/ ]Vu§\2§0+x/ (uf)Q—i-)\/ (k)
(951 04 Qo Qo 2

2
ou C' ne dépend pas de K. On utilise a nouveau 'inégalité de trace, et on obtient

Jh

Si on prend A < min (01_ L Cy 1) , alors on obtient bien que les suites /
9

Vu{(+1‘2+(1)\01/ |vu{<y 1)\02)/
Q1 Qo

vuK“‘ / vl |? < c.
Qo

2
Vulf‘ et /
Qo

L2
Vus ‘ sont

bornées.



Question 10. On revient a l'inégalité (A), et on utilise maintenant le résultat de la question
précédente, ce qui donne

K K
22/ (uf“—u’ﬁf—l—QZ/ <u§+1—u’f>2§0+/ (u{()2+/ (u§)2
p=1 T2 r=1 /T2 INP) IND
K

K
2 2
+ E / (ulf'H — ulf_l) + A E / (ug"'l — ug_l) ,
T2 IEP)

k=1 k=1
ou C est une constante qui ne dépend pas de K. On utilise a nouveau I'inégalité de trace de la
. .. . . 2 2 , . .
question 9, qui implique que les suites / (uf ) et / (ué{ ) sont bornées. On obtient ainsi le
F12 F12
résultat demandé.

Question 11. On suppose maintenant que u’f et u’z“ convergent uniformément, et on note u; et us
leurs limites respectives. On suppose de plus que Vu’f converge uniformément vers Vuy, et que Vu’Q“
converge uniformément vers Vus. D’autre part, d’apres les questions précédentes, on sait que la série

2
k+1 k—1
Z / \Y% (ul —uy ))
PRl
est convergente. Donc, d’apres I'inégalité de trace utilisée a la question 9, il en va de méme pour la

série )
k+1 k—1
S (uk -

e T2

Il en va de méme pour la série ou l'indice 2 remplace I'indice 1. En appliquant ceci a la question
précédente, on en déduit que les séries de termes généraux

sont convergentes. En particulier, les suites correspondants tendent vers 0. Donc, en passant a la
limite, on obtient que u; = uo sur I'12. Autrement dit, la fonction v définie par

ui(z) sixz e Qy,
u(x) = .
ug(z) sixz € Qo,
est continue sur 2. D’autre part, la convergence uniforme des gradients permet de passer a la limite
dans la condition de bord de (9). On a donc
ou ou
L, du
Onia  Ongy

:O’

sur I'qs.
D’autre part, si v € C1(Q) est nulle sur 05, alors, en passant & la limite dans la formulation
variationnelle dont u’f est solution, on a

0
Vup - Vo —/ 2 fo.
Q1 T12 On12 91

VUQ'V’U—/ vau2 = fu.
Qo T12 Oona Qo

En sommant ces deux égalités, on obtient bien que

/QVU'Vv:/va.

De méme,




